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Àííîòàöèÿ

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ ñ ÿäðîì Áàññå è ìîäåëèðîâàíèÿ èíòåãðîäè��å-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà Áàññå áûëà ïðåäëîæåíà ÷èñëåííàÿ ñõåìà òðåòüåãî

ïîðÿäêà òî÷íîñòè. Ñõåìà áûëà èñïûòàíà íà ìîäåëüíîì èíòåãðàëå è íà ðåàëüíîé

çàäà÷å î �îêóñèðîâêå ÷àñòèöû â ïîëå ñòîÿ÷åé àêóñòè÷åñêîé âîëíû â æèäêîñòè

è ïîêàçàëà óñêîðåíèå â âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà â 1000 ðàç è áîëåå ïðè ñðàâíå-

íèè ñ ñóùåñòâóþùèìè àíàëîãàìè. Ïîêàçàíî, ÷òî òî÷íîñòü ñõåìû ñîîòâåòñòâóåò

çàÿâëåííîé è ÷òî ðåàëüíàÿ çàäà÷à î ÷àñòèöå õîðîøî ìîäåëèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ

íå¼. Ïðåäëîæåííàÿ ÷èñëåííàÿ ñõåìà ìîæåò íàéòè ñâîè ïðèëîæåíèÿ â áèîëîãèè

è ìåäèöèíå â çàäà÷àõ àêóñòî�îðåçà è îñàæäåíèÿ ÷àñòèö.

1 Ââåäåíèå

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå èíòåãðîäè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïà-

ìÿòüþ çàòðóäíåíî òåì, ÷òî íà êàæäîì øàãå âû÷èñëåíèé òðåáóåòñÿ èí-

òåãðèðîâàòü ïðåäûñòîðèþ ñèñòåìû, ÷òî ïðèâîäèò ê êâàäðàòè÷íîé çàâè-

ñèìîñòè âðåìåíè ìîäåëèðîâàíèÿ îò ÷èñëà øàãîâ. Â ñëó÷àå èíòåãðàëîâ ñ

ñèíãóëÿðíûì ÿäðîì ñèòóàöèÿ åù¼ óñëîæíÿåòñÿ òåì, ÷òî îáû÷íûå ñõåìû

ðàñ÷¼òà èíòåãðàëîâ íå îáåñïå÷èâàþò íóæíîé òî÷íîñòè.

Îäíî èç òàêèõ óðàâíåíèé � óðàâíåíèå Áàññå â ãèäðîäèíàìèêå. Ñèëà

Áàññå îïèñûâàåòñÿ èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì:

Î(f) =

∫ t

τ=0

f(τ)dτ
√

π(t− τ)
. (1)

ßäðî èìååò ñèíãóëÿðíîñòü ïðè τ → t. Ñàìûå ïîñëåäíèå ðåçóëüòàòû

ïî ý��åêòèâíîìó èíòåãðèðîâàíèþ òàêèõ èíòåãðàëîâ èçëîæåíû â îáçî-

ðå [1℄. Ìû ñêîíöåíòðèðóåìñÿ íà òî÷íîì ðàñ÷¼òå èíòåãðàëà äî çàäàííîãî

óðîâíÿ òî÷íîñòè, êàê ýòî ñäåëàíî â [2℄, îöåíèì ïîãðåøíîñòü ïðåäëîæåí-

íîãî ìåòîäà è íà ìîäåëüíîì ïðèìåðå ñðàâíèì åãî ñ óæå èìåþùèìèìñÿ

àëüòåðíàòèâàìè.
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2 ×èñëåííàÿ ñõåìà

Ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ â (1) ñ÷èòàåòñÿ k − 1 ðàç íåïðåðûâíî äè�-

�åðåíöèðóåìîé íà îòðåçêå [0, t] è èìåþùåé îãðàíè÷åííóþ êàêîé-òî êîí-

ñòàíòîé k-óþ ïðîèçâîäíóþ íà âñ¼ì îòêðûòîì èíòåðâàëå (0, t). Âûáèðà-
åòñÿ ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà èíòåãðèðîâàíèÿ èç n òî÷åê ñ øàãîì h, t = nh.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè òàêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñóùåñòâóåò ÷èñëåííàÿ

ñõåìà, äàþùàÿ ïîãðåøíîñòü íå áîëåå Mhn
√
t, ãäå M � íåêàÿ êîíñòàíòà.

Êîý��èöèåíòû ñõåìû áóäóò ïîäñ÷èòàíû äëÿ k = 3 (ñëåäóÿ [2℄ ìû áóäåì

íàçûâàòü òàêóþ ñõåìó 3-ãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè, õîòÿ �îðìàëüíî îíà áóäåò

âòîðîãî ïîðÿäêà, êàê ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü ïîëèíîìà, òî÷íî èíòåãðè-

ðóåìàÿ ñõåìîé).

Èíòåãðàë ìîæíî ïåðåïèñàòü, êàê:

I = Î(f) = −2
√

h
π

∑N
i=1

∫ i

i−1 f(hx)d
√
n− x = 2

√

h
π

∑n
i=1 Ii,

Ii = −
∫ i

i−1 f(hx)d
√
n− x .

(2)

Ôóíêöèÿ f íà èíòåðâàëå ((i−1)h, ih) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèåì â ðÿä

Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â �îðìå Ëàãðàíæà:

f(τ) = fi−1 + f ′
i−1(τ − ti−1) + f ′′

i−1(τ − ti−1)
2/2 + ...

...+ f
(k−1)
i−1 (τ − ti−1)

k−1/(k − 1)! + f (k)(ξ)(τ − ti−1)
k/k!,

(i− 1)h ≤ ξ ≤ τ ≤ ih, ti−1 = (i− 1)h, fi = f(ti) = f(ih) .

(3)

Äàëåå ðàçëîæåíèå �óíêöèè (3) ïîäñòàâëÿåòñÿ â (2) äî òðåáóìîãî ïî-

ðÿäêà òî÷íîñòè, ðåçóëüòàòû èíòåãðèðîâàíèÿ àïïðîêñèìèðóþòñÿ ÷åðåç

çíà÷åíèÿ �óíêöèè â óçëàõ ñåòêè è ïîëó÷àþòñÿ êîý��èöèåíòû ÷èñëåííîé

ñõåìû. Äëÿ k = 3 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé èíòåãðàë:

Ii = −
∫ i

i−1

{

fi−1 + hf ′
i−1(x− i+ 1) + (h2/2)f ′′

i−1(x− i+ 1)2+

+(h3/6)f ′′′(ξ)(x− i+ 1)3
}

d
√
n− x, ξ ∈ ((i− 1)h, ih) ,

(4)

êîòîðûé àïïðîêñèìèðóåòñÿ âçâåøåííîé ñóììîé çíà÷åíèé �óíêöèè â òî÷-

êàõ (i− 2)h, (i− 1)h, ih:

Ĩi ≈
(√

n− i+ 1−
√
n− i

)

(αifi−2 + βifi−1 + γifi) . (5)

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè èñïîëüçóåòñÿ çíà÷åíèå �óíêöèè â òð¼õ òî÷êàõ,

òàê êàê ýòî ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî òî÷åê äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ïîãðåøíîñòè
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ïîðÿäêà h3
. Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

εi =
(√

n− i+ 1−
√
n− i

)2

ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå ïî ñòåïåíÿì h:

Ii/
√
εi = fi−1 + hf ′

i−1

(

1
2
+ εi

6

)

+ h2

2
f ′′
i−1

(

1
3
+ εi

6
+ ε2

i

30

)

+

+h3

6 f
′′′(ξ)

(

1
4 +

3εi
20 + ε2

i

20 +
ε3
i

140

)

, ξ ∈ ((i− 1)h, ih) .
(6)

Äàëåå, ðàñêëàäûâàÿ (5) â ðÿä Òåéëîðà è ïðèðàâíèâàåÿ ê (6) ñ òî÷íî-

ñòüþ äî âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî h, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ëèíåéíóþ

ñèñòåìó óðàâíåíèé âìåñòå ñ îöåíêîé ïîãðåøíîñòè:

αi + βi + γi = 1

γi − αi = 1/2 + εi/6
αi + γi = 1/3 + εi/6 + ε2i/30
Ii√
εi
+ h3

6 f
′′′(ξ)

(

1
4 +O( 1

n−i)
)

=

= Ĩi√
εi
+ h3

6 (γif
′′′(ξ′)− αif

′′′(ξ′′))

ξ, ξ′ ∈ ((i− 1)h, ih)
ξ′′ ∈ ((i− 2)h, (i− 1)h)

⇔

αi = −1/12 + ε2i/60
βi = 2/3− εi/6− ε2i/30

γi = 5/12 + εi/6 + ε2i/60
|Ii−Ĩi|√

εi
< h3

6 f
′′′
imax

(

11
12 + O( 1

n−i)
)

f ′′′
imax = max(f ′′′(ξ)),
ξ ∈ ((i− 2)h, ih) .

(7)

Èñïîëüçóÿ (7) ïîëó÷àåì îöåíêó âñåãî èíòåãðàëà (2) è ïîãðåøíîñòü

àïïðîêñèìàöèè:

I ≈ Ĩ = 2
√

h
π

∑n
i=1 Ĩi = 2

√

h
π

∑n
i=1

√
εi (αifi−2 + βifi−1 + γifi) ,

err = |I − Ĩ| < 11
36

√
π
h3
√
tf ′′′

max

(

1 +O( 1√
n
)
)

, n → ∞ .
(8)

×èñëåííûå ñõåìû ïîðÿäêîâ 1-3, ïîëó÷åííûå ïî ïðèâåä¼ííîé âûøå ìå-

òîäèêå, áûëè ïðîâåðåíû íà ìîäåëüíîé �óíêöèè f(τ) = cos τ , ïðîèíòå-
ãðèðîâàííîé íà èíòåðâàëå [0, 50π]. Îòâåò ñõîäèòñÿ ê àíàëèòè÷åñêîìó,

âûðàæåííîìó ÷åðåç èíòåãðàë Ôðåíåëÿ

√
2C(10) ≈ 0.70696351315804088.

Òàêîé æå ìîäåëüíûé èíòåãðàë èñïîëüçîâàí â [1℄.

Èç ðèñ. 1 ìîæíî âèäåòü, ÷òî òî÷íîñòü ñõåìû ñîîòâåòñòâóåò çàÿâëåí-

íîé è ÷òî ñêîðîñòü å¼ ðàáîòû áîëåå ÷åì â 1000 ðàç âûøå, ÷åì ó ñõåìû [2℄

òðåòüåãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè è ãîðàçäî âûøå, ÷åì ó ëþáîé äðóãîé ñõåìû èç

[1℄ (ïðè ýòîì íàøè âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü â äîâîëüíî ìåäëåííîé ñðåäå

Matlab, à â óêàçàííîé ñòàòüå èñïîëüçîâàëñÿ Fortran). Áîëåå òîãî, êîý�-

�èöèåíòû ñõåìû çàâèñÿò òîëüêî îò n−i è ìîãóò áûòü ïîñ÷èòàíû çàðàíåå

äëÿ âñåõ n ïðè ìîäåëèðîâàíèè èíòåãðîäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
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�èñ. 1: Âðåìÿ (a) è ïîãðåøíîñòü (b), êàê �óíêöèÿ âåëè÷èíû øàãà, ïîêàçàíû òî÷êàìè,

ïóíêòèðîì è ñïëîøíîé ëèíèåé äëÿ ñõåì ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè 1-3, ñîîòâåòñòâåííî.

3 Ìîäåëèðîâàíèå èíòåãðîäè��åðåíöèàëüíîãî óðàâ-

íåíèÿ Áàññå-Áóññèíåñêà-Îçååíà

Óðàâíåíèå Áàññå-Áóññèíåñêà-Îçååíà (BBO) îïèñûâàåò äâèæåíèå ìàëîé

ñ�åðè÷åñêîé ÷àñòèöû â íåñòàöèîíàðíîì ïîòîêå æèäêîñòè v(x, t) ïðè ìà-

ëûõ ÷èñëàõ �åéíîëüäñà:

(mparticle +madded)ẍ = Finertial + FStokes + FBasset + FFaxen + Fg,

mparticle =
4
3πρpa

3, madded =
2
3πρa

3,
Finertial =

4
3πρa

3
(

w + W
2

)

, w = ∂v
∂t + v ∂v

∂x, W = ∂v
∂t + ẋ∂v

∂x,

FStokes = −6πµa(ẋ− v),

FBasset = −6πµat
1/2
µ

(

d
dt

)1/2
(ẋ− v), tµ = ρa2

µ
,

(

d
dt

)1/2
(ẋ− v) =

∫ t

t′=0

(

d2x
dt′2 −W (t′)

)

dt′√
π(t−t′)

+ ẋ(0)−v(0)√
πt

,

FFaxen ∼ µa3∇2v ∼ µav(a/λ)2,

Fg =
4
3πa

3(ρp − ρ)g .

(9)

Çäåñü ρp è ρ îáîçíà÷àþò ïëîòíîñòè ÷àñòèöû è æèäêîñòè, a îáîçíà÷àåò

ðàäèóñ ÷àñòèöû, µ � âÿçêîñòü æèäêîñòè, ñ÷èòàåìàÿ íå çàâèñÿùåé îò ïëîò-
íîñòè. Óñêîðåíèÿ ÷àñòèöû â ñìûñëå Ëàãðàíæà è Ýéëåðà îáîçíà÷åíû êàê

w è W . Ñèëà Áàññå íàïèñàíà â �îðìå, ïðåäëîæåííîé [3℄, èíåðöèàëüíàÿ

ñèëà â �îðìå, ïðåäëîæåííîé [4℄.

Ïîñëåäíèå äâà ÷ëåíà ñ÷èòàþòñÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëûìè è (9) äåëåíèåì
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íà (2/3)πa3 ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó:

(ρ+ 2ρp)ẍ = 2ρw + ρW − 9µ
a2

(

dx
dt − v

)

+ FB,

FB = −9
√
ρµ

a

(

∫ t

t′=0

(

d2x
dt′2 −W (t′)

)

dt′√
π(t−t′)

+ ẋ(0)−v(0)√
πt

)

.
(10)

Áåçðàçìåðíàÿ àìïëèòóäà àêóñòè÷åñêîé âîëíû îáîçíà÷åíà êàê b ≪ 1
è îïðåäåëåíà êàê îòíîøåíèå ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè òå÷åíèÿ æèäêîñòè

â âîëíå ê ñêîðîñòè çâóêà â æèäêîñòè. Òàêæå ââîäÿòñÿ áåçðàçìåðíûå ïå-

ðåìåííûå ðàññòîÿíèÿ è âðåìåíè q = (ω/c)x, τ = ωt è áåçðàçìåðíûé ïà-

ðàìåòð âÿçêîñòè K = 3µ
ωρa2b ∼ 1, ω � óãëîâàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé â âîëíå.

Àíàëîãè÷íî [5℄ âû÷èñëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ óñðåäí¼ííîé

òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ïðè b → 0.
Îñðåäí¼ííàÿ è íåîñðåäí¼ííàÿ ñèëû Áàññå âû÷èñëÿëèñü ñ ïîìîùüþ

ñõåìû 3-ãî ïîðÿäêà (8). Âñ¼ óðàâíåíèå ðàññ÷èòûâàëîñü ñ ïîìîùüþ 5-

òî÷å÷íîé ñõåìû äëÿ àïïðîêñèìàöèè ñ íóæíîé òî÷íîñòüþ âòîðûõ ïðîèç-

âîäíûõ ïîä èíòåãðàëîì.

Íà ðèñ. 2 òðàåêòîðèÿ òÿæ¼ëîé ÷àñòèöû ρp/ρ = 1.5 ïðîìîäåëèðîâàíà

äëÿ b = 16/3 · 10−4
. Òðàåêòîðèÿ ïðè ñòîëü ìàëîì b ïðàêòè÷åñêè ñîâïà-

äàåò ñ àñèìïòîòè÷åñêèì ðåøåíèåì äëÿ b → 0. Ìîäåëèðîâàíèå òî÷íîãî

óðàâíåíèÿ çàíÿëî 8 ÷àñîâ íà îäíîì ÿäðå ñîâðåìåííîãî ïðîöåññîðà i7,

îñðåäí¼ííîå óðàâíåíèå áûëî ïðîìîäåëèðîâàíî çà 170 ìñ. Âîçìîæíîñòü

ðàññ÷èòûâàòü òî÷íóþ òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû äî òàêèõ áîëüøèõ çíà÷åíèé

áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè (τmax = 60000, h = 0.05, 1.2M øàãîâ) ïîêàçûâàåò

ñóùåñòâåííîå ïðåèìóùåñòâî íàøåé ñõåìû ïåðåä èñïîëüçîâàííîé â [5℄.

4 Âûâîäû

Ïðåäëîæåííàÿ ÷èñëåííàÿ ñõåìà äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà Áàññå ïîêàçà-

ëà ñåáÿ ãîðàçäî ïðîùå è áûñòðåå ñóùåñòâóþùèõ àíàëîãîâ. �àáîòà ñõåìû

3-ãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè áûëà ïðîäåìîíñòðèðîâàíà íà ìîäåëüíîì èíòåãðà-

ëå è íà ìîäåëüíîé çàäà÷å î �îêóñèðîâêå ÷àñòèöû â ñòîÿ÷åé àêóñòè÷åñêîé

âîëíå. Ïðåäëîæåííàÿ ñõåìà ïîçâîëèëà ïðîäëèòü ðàñ÷¼ò òî÷íîãî óðàâíå-

íèÿ äî ãîðàçäî áîëüøèõ âðåì¼í, ÷åì â ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ íà ýòó òåìó,

à èìåííî äî ìîìåíòà îñòàíîâêè ÷àñòèöû â óçëå äàâëåíèÿ ñòîÿ÷åé âîëíû,

è äîêàçàòü ÷èñëåííî ñõîäèìîñòü àñèìïòîòèêè ê òî÷íîìó ðåøåíèþ.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷¼ò ãðàíòà �îññèéñêîãî íàó÷íîãî �îíäà

(ïðîåêò � 14-19-01633).
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�èñ. 2: Òî÷íîå è àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèÿ èíòåãðîäè��åðåíöèàëüíîãî BBO óðàâ-

íåíèÿ (ïóíòèðíàÿ è ñïëîøíàÿ ëèíèè) è ÷èñëåííîå ðåøåíèå òîãî æå óðàâíåíèÿ â

ïðåíåáðåæåíèè ñèëîé Áàññå (òî÷êè). Âñòàâêà ïîêàçûâàåò óâåëè÷åííóþ íà÷àëüíóþ

÷àñòü òðàåêòîðèè ÷àñòèöû. τ1 = 3bτ/4 îáîçíà÷àåò "ìåäëåííîå" áåçðàçìåðíîå âðåìÿ
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